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Ωt = Tt(V )(Ω0),
Γt = Tt(V )(Γ0)
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Tt(V )
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Tt(V ) : Ω0 −→ Ω
x0 7−→ x(t, x0) ≡ Tt(V )(x0)
	 	  
dx
d τ
= V (τ, x(τ)), τ ∈ [0, T ]






b8e®8m8j ~ jtu8{|j ~ e
Ωt
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∂tu+ Du · u− ν∆u+∇p = 0, Q(V )
div(u) = 0, Q(V )
u = V, Σ(V )

































j(V ) = JV (u(V ), p(V ))
£jtq|b







JV (u, p) =
α
2
‖B u‖2Q(V ) +
γ
2






























〈K u, v〉L2(Σ) + 〈u,K
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xOsE{|{|e{r{e@{*o vro ~ jµ¨
euEq
∇j(V )
£b?jpb(jp{{|m?x?xKsy|q|e ~ syu(q|b8edsVªkjlu?wOsvm?u ~ oy|
Γt(V )
oyu ~ ;oyu(Ke|ex?re{|e;uEq|e ~ k
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re{r{|jtsvu´
∇j(V ) = −λn− σ(ϕ, pi) · n+ αBΣB u+ γ [−K











∗Du · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = −αB∗B u, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )


















−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0, T )

















(B,B∗,BΣ) = (I,− I, 0)
(K,K∗,KΣ) = (I,− I, 0)
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∗D u · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
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−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0, T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

;f
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f = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−D u · n) +
1
2
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(B,B∗,BΣ) = (curl, curl,∧n)
(K,K∗,KΣ) = (I,− I, 0)
JV (u, p) =
α
2
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∗Du · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = −α∆u, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
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−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0, T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )
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(u′, p′)(V ) · W
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q|b?e ~ jl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= C0([0, T ]; (W k,∞(D))d)
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T tρ
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(V,W ) ∈ Uad
	       
 	!  	  




= Ωt(V + ρW )
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T ρt (Z
t
ρ) : Ωt −→ Ω
ρ
t
x 7−→ x(ρ, x) ≡ T ρt (Z
t
ρ)(x)
	 	  
dx(ρ)
d ρ
= Zt(ρ, x(ρ)), ρ ≥ 0





































(V,W ) ∈ Uad
´
ïï ÍKL!M#NPO
@    
  	 ﬀ 	 ﬀ
	   <	 ﬀ0=0E  	
 
- ¼kÀ  ¼ 
( ﬂ<$ 
  9  ﬀ  ! 
Zt
	    0	   ! 0ﬁ	  	   	!  	 	   < ﬀ  
 ! 
{
∂tZt + [Zt, V ] = W, D × (0, T )








= DZt · V −DV · Zt
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f(V ) ∈ H(Ωt(V ))

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fρ : [0, ρ0] → H(Ωt(V ))
ρ 7→ f(V + ρW ) ◦ T tρ
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(t, x) ∈ Q(V )
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J ′1(V ) ·W =
∫
Ωt(V )
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Ω0
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J ′1(V ) ·W =
∫
Ωt(V )
f ′(V ) ·WdΩ +
∫
Γt(V )
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x8m?|xKsv{|ey´z£"e2u?e;e ~ q|s ~ e
Ä






g(V ) ∈ H(Γt(V ))
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gρ : [0, ρ0] → H(Γt(V ))
ρ 7→ g(V + ρW ) ◦ T tρ
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(t, x) ∈ Σ(V )
 
















ﬀ 0     0ﬀ      	 
Ω0
	 	   0  ﬀ 
Γ0
  ! < 9
0
  	!ﬀ
J 	 ﬀ ,	
W ∈ U
  	!  	 	  0   	    
	 
g(V )




	   	 
 !ﬀ ﬁ	     	 J
V ∈ Uad
  	   !ﬀ 	ﬁ	9 	  	     
	!  	 	   ! ﬀ  	
J ′2(V ) ·W =
∫
Γt(V )
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J ′2(V ) ·W =
∫
Γt(V )
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g(V ) = g˜(V )|Γt(V )
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g˜ ∈ H(Ωt(V ))
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J ′2(V ) ·W =
∫
Γt(V )
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F ∈ L2(0, T ; (H1(D))d)
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Λ ∈ C0([0, T ]; (L2(D))d)
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−∂tΛ−D Λ · V − ∗DV · Λ− (div V )Λ = F, (0, T )
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F (t) = ∗γΓt(V )(f(t)n)
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f ∈ L2(0, T ;L2(Γt(V ))
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Λ = (λ ◦ p)∇χΩt(V ) ∈ C






λ ∈ C0([0, T ];H1(Γt))
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−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0, T )
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E(V ) 〈Zt, n〉
£jtq|b
















ﬂ<$  ﬂ  
ﬀ J
E(V ) ∈ L2(0, T ; Γt(V ))
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λ ∈ C0([0, T ];H1(Γt))
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dΓ(x), x ∈ R
d \ Ω
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b ∈ Ck(U(Γ)) 
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D2 b : Tp(x)Γ → Tp(x)Γ
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p : U(Γ) → Γ
x 7→ x− b(x) · ∇b(x)
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(0, β1, . . . , βd−1)
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D2 b
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(n, µ1, . . . , µd−1)
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(βi, µi)1≤i≤d−1
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∗D p = D p = I−∇b · ∗∇b− bD2 b
D p · τ = τ,
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Γ,
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∇Γ f
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∇Γ f = (P∇F )|Γ
















∇Γ f ◦ p
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DΓ v
def
= D v˜|Γ − (D v˜ · n)
∗n
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divΓ v
def
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divΓ v = div(v ◦ p)|Γ = Tr(DΓ v)
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∂2nF = (D
2 F · n) · n 
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vΓ ∈ (C1(Γ))d
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DΓ v = DΓ vΓ + vn ·D
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d  	!ﬀ E ∈ H1(Γ; Rd)
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ψ ∈ H1(Γ; R)
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∂tu˜+ D u˜ · u˜+ D u˜ · V + DV · u˜− ν∆u˜+∇p = F (V ), Q(V )
div(u˜) = 0, Q(V )
u˜ = 0, Σ(V )















v ∈ (L2(D))d, div v = 0,
jtu




H10 (div, D) =
{
v ∈ (H10 (D))











v ∈ H, ∂tv ∈ L






















  	 0 !ﬁ	
u ∈ V
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V (u)], v〉 = [0, 0], ∀ v ∈ H

Vf 
	 	  





[(∂tu+ Du · u+ Du · V + DV · u) · v + ν Du · ·D v − F (V ) · v]

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〈e2V (u), v〉 =
∫
Ω0






V ∈ H1(0, T ; (Hm(D))d), div V = 0
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u0 ∈ (H2(D))d ∪H10 (div, D)
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ν
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u ∈ L∞(0, T ; (H2(Ωt))d ∪ H10 (div,Ωt)) 
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(u(V + ρW ) ◦ Tt(V + ρW )− u(V ) ◦ Tt(V ))
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e(u, v) = 0, ∀ v ∈ H
«
¬ e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uˆρ = (D T tρ )
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uρ
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〈e(V +ρW ) (u), v〉 = 0, ∀ v ∈ H
ρ
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uˆρ
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ρ · v)) · (D T
t
ρ · w)− (D(D T
t





ρ )) · (D T
t
ρ · w)
(D(D T tρ · v) · v) · (D T
t
ρ · w) + (D(D T
t
ρ · v) · (D T
t
ρ )
−1 · ((V + ρW ) ◦ T tρ )) · (D T
t
ρ · w)
+(D((V + ρW ) ◦ T tρ ) · v) · (D T
t
ρ · w)
+ν(D(D T tρ · v) · (D T
t
ρ )











(v(0)− uˆ0) · w
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e(V +ρW ) = 0
´z£jµqrb





[(∂tu+ Du · u+ D u · (V + ρW ) + D(V + ρW ) · u) · v


















(D T tρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )
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ρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )
−1) + D((D T tρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )




+ D((D T tρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )





◦ T tρ · (D T
t
ρ · vˆ)
+ν D((D T tρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )
−1) ◦ T tρ · ·(D((D T
t
ρ · vˆ) ◦ (T
t
ρ )
−1)) ◦ T tρ
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D((T tρ )

















ρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )
−1) ◦ T tρ = ∂t(D T
t
ρ ◦ uˆ)−D(D T
t













−1 ◦ T tρ = I
£"e2ye;q
D((T tρ )
−1 ◦ T tρ ) = I
D((T tρ )













−1) ◦ T tρ + D((T
t
ρ )



















ρ · uˆ) ◦ (T
t
ρ )
−1)] ◦ T tρ = [∂t(D T
t










−1)] ◦ T tρ
= ∂t(D T
t
ρ · uˆ) + D(D T
t
ρ · uˆ) · ∂t((T
t
ρ )
−1) ◦ T tρ
= ∂t(D T
t
ρ · uˆ)−D(D T
t
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D(φ ◦ (T tρ )




D(V + ρW ) ◦ T tρ · (D T
t
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e1ρ(uˆ, vˆ)
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ρ ) = ∂t(Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )
−1)
= ∂t(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )
−1 + D(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )
−1 · ∂t(Tt(V )
−1)
= ((V + ρW ) ◦ Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )
−1
−D(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )
−1 · (DT−1t (V )) · ∂t(Tt(V )) ◦ T
−1
t (V )
= (V + ρW ) ◦ T tρ −D(Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )
−1) · ∂t(Tt(V )) ◦ T
−1
t (V )
= (V + ρW ) ◦ T tρ −D(T
t






[0, ρ0]× V → H
∗ ×H10 (div,Ω0)





[0, ρ0] → H
ρ 7→ uˆρ = (D T
t
ρ )
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F ∈ Hs(D)





(F ◦ T tρ − F )
ρ→0
−→ ∇F · Zt

 4
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Hs−1(D) 
 
   9 
s < 1
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 9 ﬀ 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
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Hs−1(D) 
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e : I ×X → Y ∗
(ρ, x) 7→ e(ρ, x)
2 < 9
0  	!  	 	   < ! 	  
 
ρ 7→ 〈e(ρ, x), y〉
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y ∈ Y
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u ∈ C0,1(I ;X)
e(ρ, u(ρ)) = 0, ∀ ρ ∈ I
 
x 7→ e(ρ, x)
	  	 
  ﬀ ﬁ	    
(ρ, x) 7→ ∂xe(ρ, x)









∂xe(ρ, x)|(ρ0,x(ρ0)) ∈ ISOM(X,Y
∗) 

      	 
u(.) : I → X
ρ 7→ u(ρ)
	  	 
  ﬀ ﬁ	    E	 
ρ = ρ0
	!ﬀ  	  C    	 
X
 C	 , 	    ﬀ 	9,	
u˙(ρ)
	 
  0,	 
	   	!  	 	  C 	 ﬀ 	 # C   ﬁ	







7·usv ~ e;Rq|so}x?x?nlq|b?e²oyOsVªve1q|b?esyre;d q|s²±K«

k ´0£"eJu?e;e ~ q|s{qro}q|eXqrb?eX¦¹svntnlsV£jtu8x?|svxOeqrjte@{;´
¤¼    
G
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  	 
[0, ρ0] → R







(v, w) ∈ V ×H



















ρ ) · v) · v)
+ D
[
(D(V + ρW ) · Ztρ) ◦ T
t













ρ · v)) + (D(D T
t
ρ · v) · V + (D(D T
t
ρ · v) · v)




· (D(Ztρ · T
t
ρ ) · w)
+ ν(D(D(Ztρ ◦ T
t
ρ ) · v) · (D T
t
ρ )




− ν(D(D T tρ · v) · (D T
t
ρ )
−1) · D(Ztρ ◦ T
t
ρ ) · (D T
t
ρ )




+ ν(D(D T tρ · v) · (D T
t
ρ )
−1) · ·(D(D(Ztρ ◦ T
t




− ν(D(D T tρ · v) · (D T
t
ρ )
−1) · ·(D(D T tρ · w) · (D T
t
ρ )
−1) ·D(Ztρ ◦ T
t
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ρ · v)) + (D(D T
t
ρ · v) · V + (D(D T
t
ρ · v) · v)




· (D T tρ · w)
+ ν(D(D T tρ · v) · (D T
t
ρ )















−1 = −(D T tρ )
−1 ·D(Ztρ ◦ T
t
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[0, ρ0]× V → H
∗




	  	    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[∂t(DZt · v) + D(DZt · v) · V + D(DZt · v) · v + D [D V · Zt +W ] · v] · w
+ [∂tv + D v · V + D v · v + DV · v] · (DZt · w) + ν D(DZt · v) · ·Dw
− ν(D v ·DZt) · ·Dw + ν D v · ·D(DZt · w) − ν D v · ·(Dw ·DZt)
+ [∂tW + DW · V + DV ·W − ν∆W ] · w + (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w
























	  	 
 !ﬀ!J,	 !  	!ﬀ
J
ρ ∈ [0, ρ0]
  	    ﬀ 	9,	 	  	 #    	!  	 	   ! ﬀ  	
〈∂ve
ρ








ρ · δv)) + D(D T
t
ρ · δv) · V + D(D T
t
ρ · δv) · v + D(D T
t
ρ · v) · δv
+(D((V + ρW ) ◦ T tρ ) · δv)
]
+ ν(D(D T tρ · δv) · (D T
t
ρ )
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[0, ρ0]× V → L(V ;H
∗)
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J,	  <


¤¼    
ﬂﬂ






	  	   ﬀﬁ<	     	 ,  !ﬀ!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〈∂ve
ρ=0
1 (v) · δv, w〉 =∫
Q(V )
[(∂tδv) · w + (D δv · v) · w + (D v · δv) · w + (D δv · V ) · w




































[(∂ty) · w + (D y · u1) · w + (D u2 · y) · w + (D y · V ) · w + (D V · y) · w




















    0,	
uˆρ ∈ V
 	   	   	 	    ,	 
〈eρ(v), w〉 = 0, ∀w ∈ H

}
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u˙P = ∂ρ(uˆρ)|ρ=0
 	     	  ﬀ    ﬀ 	 #   
  	  ﬀ  D!J   ﬁ	 
〈∂ve
ρ=0(v)|v=uˆ · u˙P , w〉+ 〈∂ρe
ρ(uˆ)|ρ=0, w〉 = 0, ∀w ∈ H

}






P ) · w + (D u˙P · u) · w + (D u · u˙P ) · w + (D u˙P · V ) · w
+(DV · u˙P ) · w + ν D u˙P · ·Dw
]
= 〈L(u, Zt, V,W ), w〉
	 	  




[∂t(DZt · u) + D(DZt · u) · V + D(DZt · u) · u+ D [DV · Zt +W ] · u] · w
− [∂tu+ D u · V + D u · u+ DV · u] · (DZt · w) − ν D(DZt · u) · ·Dw
+ ν(D u ·DZt) · ·Dw − ν Du · ·D(DZt · w) + ν Du · ·(Dw · DZt)
+ [−∂tW −DW · V −D V ·W + ν∆W ] · w − (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w
− [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w)






j "Ke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〈e2V (u˜), v〉 =
∫
Ω0




ε(v) = 12 (D v +
∗D v)










∆u · v = 2ν
∫
Ωt
ε(u) · ·ε(v)− 2ν
∫
Γt









	   9
C2
     !ﬀ 	ﬁ	
u˜′ = ˙˜u − D u˜ · Zt
  	 ,   	 




′ + D u˜′ · u˜+ D u˜ · u˜′ + D u˜′ · V + DV · u˜′ − ν∆u˜′ +∇p′ = L(V,W ), Q
div(u˜′) = 0, Q
u˜′ = −(D u˜ · n)〈Zt, n〉, Σ
u˜′(0) = 0, Ω0

4?
	 	  

































































G′(V ) ·W = [(∂tu˜
′ + D u˜′ · u˜+ D u˜ · u˜′ + D u˜′ · V + D u˜ ·W
+ DW · u˜+ D V · u˜′) · v + νε(u˜′) · ·ε(v)− F ′(V ) ·W · v]
	 	  












′ + D u˜′ · u˜+ D u˜ · u˜′ + D u˜′ · V + D u˜ ·W


































Du|Γt = D u · (n⊗ n)
£b?jpbwyjlªye{
































     ﬀ 	9,	
u′(V ) ·W
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′ + D u′ · u+ D u · u′ − ν∆u′ +∇p′ = 0, Q
div(u′) = 0, Q
u′ = W + (DV · n−D u · n)〈Zt, n〉, Σ







u˜′ = u′ −W
oyu
~







	 	 #9 
V = (V ◦ p)
 
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7·u q|b?e­nlov{qM{e@3q|jlsyu&´X£¤e¥bOo0ªye¥e@{qo}?nljl{|b?e ~ q|b?eﬂ{qr|mO3q|m8|e­s}¦q|b8e­{|k{q|ed5{|o}q|jp{
Ä
e ~ k(qrb?eﬀu8syuz¨
;kntjlu ~ rjlo}n"{b8oyxOe ~ e;rjlª0o}q|jlªye




jlu q|b?edMsVªkjlu? ~ sydo}jlu
Ωt(V )
«­a
b?jl{ntjlu?eoy|jl§;e ~ {|z{qre;db8oy{2Ke;eu svzqroyjtu8e ~ jtu ~ e;xKe;u ~ e;uEq|nl sy¦
qrb?e{z{q|ed {|o}q|jp{
Ä











u˜ = u− V
«




   9 	!ﬀ  	     0ﬁ	  	    ,    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 ﬀ
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u′(V )·W
    	!ﬀ 	     ﬀ 	9,	   ˙˜u
P
(V )·W
   9 	!ﬀ  	 C  !ﬀ 	  !ﬀ 	ﬁ	  	  0	 	   	
u˜ = u(V ) − V
	    	 ﬀ ,	
W 





(V ) ·W = u˜′(V ) ·W + [u˜(V ), Zt]

4E 




[X,Y ] = DX · Y −DY ·X 

a



















  	   ﬀ
Ω0

	   
C2
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(V,W ) ∈ Uad

u˜
  0,	 
	     D 
 < .	 ﬀ








   
Zt











[∂t(D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · u˜+ D u˜ · (D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · V
+ DV · (D u˜ · Zt)] · w −
∫
Q(V )
[D u˜ · (DZt · u˜) + DV · (DZt · u˜)−D(D V · Zt) · u˜] · w
+ [∂tu˜+ D u˜ · V + D u˜ · u˜+ D V · u˜] · (DZt · w) −D u˜ ·W · w
+ ν D(D u˜ · Zt) · ·Dw − ν(D u˜ ·DZt) · ·Dw + ν D u˜ · ·D(DZt · w) − ν D u˜ · ·(Dw · DZt)
























[−∂tW − DW · V −DV ·W + ν∆W −D u˜ ·W −DW · u˜] · w
a
b8e;uÃ£¤e{|eq
u˜′(V ) = ˙˜u
P
− [u˜, Zt] = ˙˜u
P








P ) · w + (D u˙P · u) · w + (D u · u˙P ) · w + (D u˙P · V ) · w






[∂t(D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · u˜+ D u˜ · (D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · V
+ DV · (D u˜ · Zt)] · w −
∫
Q(V )
[∂t(DZt · u˜) + D(DZt · u˜) · u˜+ D u˜ · (DZt · u˜)
+ D(DZt · u˜) · V + DV · (DZt · u˜)] · w +
∫
Q(V )





















[∂t(DZt · u˜) + D(DZt · u˜) · u˜+ D(DZt · u˜) · V + D(D V · Zt) · u˜+ DW · u˜] · w
− [∂tu˜+ D u˜ · V + D u˜ · u˜+ DV · u˜] · (DZt · w) − ν D(DZt · u˜) · ·Dw
+ ν(D u˜ ·DZt) · ·Dw − ν D u˜ · ·D(DZt · w) + ν D u˜ · ·(Dw · DZt)
+ [−∂tW −DW · V −D V ·W + ν∆W ] · w − (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w
− [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w)
ïï ÍKL!M#NPO
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[−∂t(DZt · u˜)−D(DZt · u˜) · u˜−D(DZt · u˜) · V −DW · u˜] · w − ν D(DZt · u˜) · ·Dw




[∂t(D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · u˜+ D u˜ · (D u˜ · Zt) + D(D u˜ · Zt) · V
+ DV · (D u˜ · Zt)] · w −
∫
Q(V )
[D u˜ · (DZt · u˜) + DV · (DZt · u˜)−D(D V · Zt) · u˜] · w
+ [∂tu˜+ D u˜ · V + D u˜ · u˜+ D V · u˜] · (DZt · w) −D u˜ ·W · w
+ ν D(D u˜ · Zt) · ·Dw − ν(D u˜ ·DZt) · ·Dw + ν D u˜ · ·D(DZt · w) − ν D u˜ · ·(Dw · DZt)






		   !
u˜ = u− V
	    ! 	   	   ﬁ	 ,   	  9 .	  
(u, Zt, V,W ) 
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j(V )
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V ∈ Uad
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〈j′(V ),W 〉 =
∫
Q(V )
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j(V )
!!  C 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!J
∇j(V )
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Γt(V )
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∗D u · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )







	      	  ﬁﬀ  ﬀ! 0  ﬀ  ! !   0,	  	   D ﬁ	  	2 9  
{
−∂tλ−∇Γ λ · V = f, (0, T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

5}f
	 	  


























[−∂tv −D v · u+











[p′ n · v − νv · ∂nu
′ + νu′ · ∂nv − u
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−(σ(ϕ, pi) · n) · (DV · n− Du · n) +
1
2














E = −(σ(ϕ, pi) · n) · (DV · n−D u · n) + 12 (α+ γ H)|V |







    ! 	   9
pi(D(V − u) · n) · n = pi div V |Γt
< 	   	!ﬀ  0 
(D(V − u) · n) · n = div(V − u)|Γt − divΓ(V − u)
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f = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−D u · n) +
1
2
(α+ γ H)|V |2
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7·uqrb?eu?ekqXx8oyroyyo}x?b8{´0£¤e{|b8oyntn ~ e@{|;|jlKe"b8sV£ q|s8m?jtn ~ o}uMo}x?x8|svx?|jpoVqre"o}vroyu?yjpo}u¦¹m8u83qrjtsvu8o}n
qrb8oVq4;o}uwqo}°vejtuEq|s­oy;;sym?uEqoyntn&q|b?e;syu8{q|o}jluEqr{jldMxOsE{e ~ kﬀqrb?edMeb8oyu?jp;o}n&x?|sv?nle;dw´O{|m8b©oy{
qrb?e ~ jlªye|ve;u8;e¦¹re;esvu ~ jtq|jlsyuﬂsy
qrb?eu?syu?¨_b?svdMsyyeu?e;svm8{  jl|jpb?nleqKsym?u ~ o}r¥svu ~ jtq|jlsyu8{«
> ﬂﬂ 









b8e ~ jlªye|ve;u8;ew¦¹|ee(svu ~ jtq|jlsyu ;sydMjlu? ¦¹rsyd q|b?e(¦äoyqﬀqrb8oVq­q|b?e(®8m?j ~ b8ov{­oyu b?sydMsvye;u8e;symO{
~ e;u8{|jµqMo}u ~ e;ªysvntªve{Xov{Jo}ujlu8svdMx?|e@{|{|jl?nte
®OsV£ jp{ ~ j ¥m?ntq²qrsjldxKsv{|esvuMq|b?edMo}q|b?edoVq|jp;oyn8o}u ~
ukm?dMe|jp;oyn&xKsyjluvqs}¦Jªkjte£«¬ e*{|m?yve{qoVq4nte@oy{q
º
xKsv{r{jl?nleb?syjpe@{qrsﬀb8oyu ~ nleq|b?jp{4syu ~ jµqrjtsvu©jlu
svm?¶¸jluz¨·¶©oV¥¦¹sv|d*m?npoVq|jlsyu&´
y« 7íq¥;o}u Ke­qo}°ve;uBjluEq|s$oysvm?uEqjluBqrb?e¸{qoVqreﬂoyu ~ d*m?ntq|jlx?ntjle;{{|x8oy;e{« 7·uBqrb?jp{;oy{|ey´²q|b?e
~ jlªye;ryeu8e2¦¹re;e*syu ~ jµqrjtsvu¸dm8{qKejlukª0oy|jpo}uEq£jtq|b¸re{|xKe3qq|s¥qrb?em8{|esy¦1q|o}u8{|xOsvqdoyx
~ m?rjtu8 q|b8e ~ e|jlªVoVqrjtsvu s}¦svxzq|jldo}nljµq ;syu ~ jtq|jlsyu ¦¹sy­q|b?eÃ&oyyo}u?vjloyuB¦¹m?uO3q|jlsyuOo}n_« a
b8jl{
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Pt : H
1
0 (div,Ω0) −→ H
1
0 (div,Ωt)



















































∂tu+ Du · u− ν∆u−
1
ε
∇(div u) = 0, Q
u = V, Σ





σε(u) = 1ε div(u) I +ν(Du+
∗D u)
«
















u8oyntnl xKe;|¦¹syrd o}u oy{|kdMxzq|syq|jpﬂoyu8o}nlz{jp{syu q|b?e
ïï ÍKL!M#NPO
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q|b?exKe;uOo}nljt§e ~ o ~ svjtuEqjp{u?s}qe@{qo}?nljl{|b?e ~ «
º
«Ł q|b?jl ~ b?svjl;ejp{¤q|sMjlu8nlm ~ e4q|b8e ~ jtªve;ryeu8e¦¹|ee2;syu ~ jµqrjtsvu ~ jl|e@3qrnt¥jluEq|s*q|b?eo}vroyu?yjpo}u
¦¹m?u8q|jlsyu8oynqrb8o}u8°k{q|sﬂo¥d*m?nµqrjtx8ntjle;q|b8o}q4do0ﬂx?npo0­qrb?ersynlesy¦Xq|b?eMo ~ syjluvq4ªVo}rjloy?nte*oy{r{sy¨
jpoVqre ~ q|sqrb?ex?rjtdoynx?re{r{m?re2ªVo}rjloy?ntev«²a
b?jp{nleo ~ {jtu©oM;e;|qro}jlu¸{eu8{|e2q|s¥o{ro ~?~ nlexKsyjluvq




q|b8o}qMq|b?ew¯o0ªkjle;|¨·hEqrsy°ve{{|m "Re;{¦¹rsyd o nlov°Ãs}¦;syukªye;kjtq £b?jtnleﬂqroy°ye;uBjtuEq|sÃoysvm?uEq*jlu
q|b?e­&o}vroyu?yjpo}u©¦¹m?u83qrjtsvu8o}n_«  "mzq{qrjtnlnG´+jtq*{ee;d{4q|s¸Keqrb?e¥eov{jle{q£"o0v´o}qnte@oy{qsyu q|b?e
doVq|b8e;doVqrjlo}n1sydMx?m?qroVqrjtsvu©xKsyjluvq2s}¦Jªkjle;£´Kq|s ~ e@o}n+£jµqrb ~ jlªye|ve;u8;e2¦¹|ee;syu ~ jtq|jlsyu jtu o
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£jlnlnKu8e;e ~ q|s ~ e
Ä
u8ex?re;jl{|e{qro}q|e4o}u ~ dm?ntq|jlx?nljte
{|x8ove{²jtu­sy ~ e;¤q|s*e;u ~ sV£ sym?"x?rsy?nle;d £jtq|b­o
o}vroyu?yjpo}u¦¹m8u83qrjtsvu8o}nR¦¹o}dMe;£"syr°R«
A













p ∈ H1(0, T ; (H1(D))d)
}







v ∈ L2(0, T ; (H2(Ωt))




































V · (σ(v, q) · n) +
∫
ΩT
u(T ) · v(T )−
∫
Ω0
u0 · v(t = 0)

























LV (u, p; v, q)
def
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(u, p) ∈ X(Ωt(V ))× Z
max
(v, q) ∈ Y (Ωt(V ))×Q
LV (u, p; v, q)

yf














LV (u, p; v, q)

E
> ﬂ > 









£"e o}re¸jtuEqre;re{q|e ~ jlu e{qroy?nljl{|b?jlu?$q|b8e
Ä




















(ϕ(V ), pi(V ))
«Ja
b8e  a {z{q|ed £jlntnbOo0ªyeq|b?e2¦¹svntnlsV£jtu8{q|rm83qrm?re !
∂(v,q)LV (u, p; v, q) · (δv, δq) = 0,
∀ (δv, δq) ∈ Y ×Q→
hEqoVq|e¤±vmOoVq|jlsyuO{
∂(u,p)LV (u, p; v, q) · (δu, δp) = 0,












(p, v, q) ∈ Z × Y ×Q

LV (u, p; v, q)
	  	 
 !ﬀ!J,	 !  	 	   ﬀ!ﬁ 
 
u ∈ X
  	   9








δu(T ) · v(T ), ∀ δu ∈ X
7·u-sy
~












(D δu · u) · v = −
∫
Q(V )
[D v · u+ div(u) · v] · δu+
∫
Σ(V )






7íqnleo ~ {"q|sqrb?e2¦¹synlntsV£jlu?Mj ~ e;uEq|jtq !












ϕ(T ) · δu(T )





(u, v, q) ∈ X × Y ×Q

LV (u, p; v, q)
	  	 
  ﬀ ﬁ	   .	 	  Cﬀ!ﬁ 
 
p ∈ Z
  	   9









b?jp{nleo ~ {"q|sq|b8e2¦¹synlntsV£jlu?®8m?j ~ o ~ svjtuEq{qr|svu?*¦¹syrdm?npoVqrjtsvu´


−∂tϕ−Dϕ · u+ (
∗Du) · ϕ− ν∆ϕ +∇q = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
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= Tt(V + ρW )(Ω0)
Γρt
def
= Tt(V + ρW )(Γ0)
¬ e{|eq´
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X(Ωρt ) × Y (Ω
ρ
t )
~ e;xKe;u ~ svu©qrb?exOeqrm?r8oVqrjtsvu x8oyroyde;q|e
ρ
«a
b?jp{2xKsyjluvqo}u Ke¥{|synlªye ~ m8{jlu?
xOo}|q|jpm?npo}¤x8o}o}dMeqr|jl§o}q|jlsyusy¦q|b?e¦¹m?u8q|jlsyu8oyn{x8ove@{;«1a&sq|b?jp{
o}jldw´E£"e4m8{eq|b?e4qrroyu8{ªve;{edoyx




T tρ : Ωt −→ Ω
ρ
t
x 7→ Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )
−1





u ◦ (T ρt )




Y (Ωρt ) =
{
v ◦ (T ρt )









g(ρ) = j(V + ρW ) = min
(u, p) ∈ X(Ωt)× Z
max
(v, q) ∈ Y (Ωt)×Q
L(V +ρW )(u ◦R
t








= (T ρt )
−1 «
¬ e{|eq´









−u ◦Rtρ · ∂t(v ◦R
t
ρ) + (D u ◦R
t
ρ · u ◦R
t
ρ) · v ◦R
t



















u(T ) · v(T ) +
∫
Ω0
u0 · v(t = 0)
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$ "%





























>  (ﬂ 
¼
 
¼ V  *".- ¼EÀ  ¼ 
¬ eoMsvu8{j ~ e
o¦¹m8u83qrjtsvu8o}n_´




























xρ ∈ X, sup
y∈Y




Y (ρ, x) =
{




























yρ ∈ Y, inf
x∈X
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S(ρ) 6= ∅





   ﬀ ,	  !ﬀ 	ﬁ	9
∂ρG(ρ, x, y)
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(ρn)n≥0 ∈ I




  !ﬀ  	  
x0 ∈ X(0)
   






   ﬀ








0 	!ﬀ   TX




∂ρG(ρ, xnk , y) ≥ ∂ρG(0, x
0, y)
∀ y ∈ Y (0) 

   




    
	!ﬀ  !  ! 
(ρn)n≥0 ∈ I




=  ﬀ   	 ,
y0 ∈ Y (0)
   






   ﬀ
  	  







0 	!ﬀ   TY




∂ρG(ρ, x, ynk ) ≤ ∂ρG(0, x, y
0)
∀x ∈ X(0) 

 !  !ﬀ   	  ,
(x0, y0) ∈ X(0)× Y (0)


















 0	    
(x0, y0) ∈ X(0)× Y (0)
	    0  	 = 	
∂ρG(0, x, y) 
























































−u ◦ Rtρ · ∂t(v ◦ R
t
ρ) +D(u ◦ R
t
ρ) · (u ◦ R
t
ρ) · v ◦ R
t
ρ
−ν(u ◦ Rtρ) ·∆(v ◦ R
t
ρ) + (u ◦ R
t











= (T tρ )
−1 «
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∂ρG(ρ, .)|ρ=0 = [(D u · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))
− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (D u · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)
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[(D u · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))
− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (D u · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)




[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] 〈Zt, n〉








φ(ρ, .) = (V + ρW ) ·
[
−q I +ν D(v ◦ Rtρ)
]
· nρ


































































































































































































































− (DΓ(D v)) · Zt
= ∂ρ
[(







− (DΓ(D v)) · Zt
= ∂ρ
[





− (DΓ(D v)) · Zt
= −D v ·DZt +
[





− (DΓ(D v)) · Zt
= −D v ·DZt − (DΓ(D v)) · Zt
 {|jtu8Mq|b?e@{e2re{|m?nµq{;´z£"e;oyuw{qro}q|e4q|b8e2¦¹synlntsV£jlu?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W · [−q n+ ν D v · n]
+ ν V · [−(D v ·DZt) · n− (DΓ(D v) · Zt) · n] + divΓ(V · [−q I +ν D v])〈Zt, n〉
¬ eb8o0ªve4oynl{|s8´
¤¼    
%
3














W · [−q n+ ν D v · n]





 ﬀ    
∫
Γt
V · (D v · n) =
∫
Ωt




























u(T ) · v(T ) +
∫
Ω0
u0 · v(t = 0)










































∀ (v, q) ∈ Y (Ωt)×Q
A
m?qrb?e;rdMsyre2£¤e2b8o0ªvey´


































































[αu · (D u · Zt) + (Du · Zt) · ∂tv − [(D(Du · Zt)) · u












[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] (Zt · n)














[W · [−q n+ ν D v · n]− γ V ·W ]
ïï ÍKL!M#NPO
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(u, p, v, q) = (u, p, ϕ, pi)










7·u ~ e;e ~ ´R£¤e*£¤svm?n ~ ntjl°yeq|sﬀe;zx?|e@{|{q|b?e ~ jp{qr|jl?mzqre ~ qre;rd
AZt







- ¼kÀ  ¼ 
ﬂ0; 
ﬀ
(u, p, ϕ, pi)
 < 	 ,C
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[αu · (D u · Zt) + (Du · Zt) · ∂tv − [(D(Du · Zt)) · u




















































v · (σ(u, p) · n)−
∫
ΩT
u(T ) · v(T ) +
∫
Ω0
u0 · v(t = 0)










V · (δu, δv) = −
∫
Q(V )
[−αu · δu− δu · ∂tv − u · ∂tδv +D(δu · u) · v +D(u · δu) · v











[ν v · (D δu · n) + δv · (−p n+ ν(D u · n))]−
∫
ΩT
[δu(T )v(T ) + u(T )δv(T )]






2xKe;|q|m8|8o}q|jlsyu ~ jl|e@3q|jlsyuO{;´kj_« e
δu = D u · Zt δv = D v · Zt
£jtq|b




j_« e{svntm?q|jlsyu8{Xsy¦|e@{xKeq|jlªyentq|b?ex8|jldo}nOoyu ~ o ~ syjluvq²®8m?j ~ x?rsy?nle;dw«+¬(ere;syvu?jt§ejtdMdMe ~ jlo}q|e;nl
qrb?e ~ jp{qr|jl?mzqre ~ o}u ~ Ksym?u ~ o}rq|e|d{
jlukªysynlªye ~ jluﬂq|b?e{|b8o}xKe ~ e;rjlª0o}q|jlªye2°ye|u8e;nj ~ e;uEq|jtqy«

>  ( $
H
































  9<  !  
(Dϕ ·Zt) · (p n) = (Dϕ · (n⊗ n) ·Zt) · (p n) = p ((Dϕ · n) ·







[−νV ·∆ϕ+ V · ∇pi] 〈Zt, n〉 −
1
2
[α+ γ H ] |V |2〈Zt, n〉
















(Dϕ · Zt) · (D u · n) =
∫
Γt















ν V · (D(Dϕ · Zt) · n) + [−ν(Dϕ · n) · (Du · n)− νV ·∆ϕ
+V · ∇pi] 〈Zt, n〉+ [−pi div V − V · ∇pi + ν Dϕ · ·D V + ν V ·∆ϕ])〈Zt, n〉
− ν V · [(D(Dϕ) · Zt) · n]−
1
2
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−ν(Dϕ · n) · (D V · n−Du · n) + pi div V +
1
2
















E = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−D u · n) + pi div V +
1
2

















































































∂tu+ Du · u− ν∆u+∇p = 0, Q(V )
div(u) = 0, Q(V )
u = V, Σ(V )









V ∈ H1(0, T ; (Hm(D))d), div V = 0
jtu







































(u, p) ∈ X × P
´













= H1(0, T ;H1(D))
M = H1(0, T ;H3/2(Γt))












(y, p, ϕ, pi, λ)








∂ty + D y · y − ν∆y +∇p = 0, Q(V )
div(y) = 0, Q(V )
y = V, Σ(V )


















−∂tϕ−Dϕ · u+ (
∗Du) · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = 0, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
















































(u− V ) · σ(v, q) · n
¦¹sv
(u, p) ∈ X × P
´
(v, q) ∈ Y ×Q
´z£jtq|b
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(u− V ) · (D v · n) =
∫
Ωt(V )








(u− V ) · q n =
∫
Ωt(V )

























[(u− V ) · ∇q + q div(u− V )− ν D(u− V ) · ·D v − ν(u− V ) ·∆v]
¦¹sv
(u, p) ∈ X × P
´
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j(V ) = JV (u(V ), p(V ))
£jtq|b

















































































































[(∂tu+ Du · u− ν∆u+∇ p) · v − q div u























(u, p) = (y, p)
o}u
~





∗D u · ϕ− ν∆ϕ+∇pi = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
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[−W · ∇q − q divW + ν DW · ·D v + νW ·∆v] =
∫
Γt(V )
W · σ(v, q) · n
a
b8e;u´



































Dϕ|Γt = Dϕ · (n⊗ n)|Γt
qrb?e;u&´?£¤e2veq
D y · ·Dϕ = D y · ·(Dϕ · (n⊗ n))
= (D y · n) · (Dϕ · n)

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E = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−D u · n) + pi div V +
1
2
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